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Введение. Статья посвящена анализу применимости матема- 
тического масштабирования и нормирования при решении 
различных прикладных задач. Рассмотрены наиболее из- 
вестные формулы, часто используемые в ходе теоретических 
и практических изысканий. Цель работы — выявление 
свойств математического масштабирования и нормирова- 
НИЯ. 

Материалы и методы. На конкретных вычислительных 
примерах оценены ошибки, получаемые при использовании 
формул математического масштабирования и нормирования. 
С учетом сравнительной оценки отношений степени вели- 
чины исходных и результирующих значений (а также отно- 
шений степени их различия) оценивается корректность по- 
лучаемых данных, оказывающих существенное влияние на 
результирующие значения. 

Результаты исследования. Проведенный анализ позволяет 
сделать выводы о том, что известные формулы математиче- 
ского масштабирования и нормирования обладают свой- 
ствами, не учитывавшимися в теории и практике. 
Обсуждение и заключения. Полученные результаты позво- 
ляют избежать ошибочных решений, обусловленных ис- 
пользованием неприменимых формул масштабирования и 
нормирования при решении задач в теории и практике эко- 
номики, организационного управления, медицины и многих 
других областей. 


Ключевые слова: масштабирование, нормирование, анализ 
данных, применимость формул, искусственная нейронная 
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Введение. Важным этапом обработки информации является приведение исходных данных к допусти- 
мым в системе интервалам числовых значений [1-4]. При этом принято говорить о двух общих подходах, реа- 
лизующих данное преобразование, — масштабировании и нормировании. Эти термины часто довольно свобод- 
но используются в различных областях, и смысл их определяется контекстом. 

В имеющейся литературе речь идет о разнообразных объектах масштабирования. В их числе: топогра- 
фические карты, планы, рисунки, чертежи для проектирования, интернет-страницы. Кроме того, масштабиру- 
ются бизнес- и производственные процессы — например, нормирование труда, капитала, времени, материалов 
и других ресурсов. Безусловно, при масштабировании и нормировании широко применяются математические 
методы и средства вычислительной техники. 

В данной публикации рассматриваются виды математического масштабирования и нормирования, ис- 
пользующие широко применяемые формулы. Следует отметить, что не относятся к рассматриваемым видам 
масштабирование и нормирование матриц, логарифмическое масштабирование и нормирование, а также мас- 
штабирование и нормирование с применением коэффициентов, являющихся множителями. 

С учетом сказанного, рассматриваемые виды математического масштабирования и нормирования 
предполагают, что: 

— изменяются исходные данные, представленные в виде числовых значений или аналитических выражений (и 
определяемые ими); 
— получаются результирующие данные, принадлежащие новому интервалу числовых величин. 

Обосновывается утверждение о том, что изменение исходных данных, приводящее к другому интерва- 
лу их значений, в некоторых случаях зависит от постановки задачи. При этом формулировка проблемы может 
быть неоднозначной и приводить к двояко трактуемым результатам, понимаемым как итог математического 
масштабирования либо нормирования. Например, математическое нормирование может рассматриваться как 
частный случай математического масштабирования при приведении исходных данных в числовой промежуток 
[0,1] [4]. 

В данной работе решается задача анализа применимости математического масштабирования и нормиро- 
вания в некоторых известных формулах [5-9]. Оценивается корректность получаемых данных, существенно 
влияющих на результирующие значения, используемые в теории и практике экономики, управления, медицины 
и многих других областях. При этом учитываются: 

— сравнительная оценка отношений степени величины исходных и результирующих значений, вычисляемых с 
применением известных формул; 
— отношения степени различия таких значений. 

Материалы и методы. Основные определения. Для правильной трактовки сущности и применимости 
формул математического масштабирования и нормирования используем известные определения. 

Масштабировать: 

1) изменять масштаб, размах чего-либо; 
2) делать более масштабным что-либо; 
2) изменять масштаб, представлять в другом масштабе (об изображениях, шрифтах и т. п.). 

Нормировать: 


|) установить пределы чего-либо; 
2) ввести норму в чем-либо (вариант: ввести в норму что-либо); 
2) устанавливать законные пределы чего-нибудь [10, 11]. 
Проводимый далее анализ ограничивается рассмотрением формул: 
— реализующих математическое масштабирование или нормирование в соответствии с подходами, представ- 
ленными в [3-9]; 
— использованных при иллюстрации примеров решения практических задач. 
Такие формулы, обеспечивающие изменение значений исходных числовых данных 
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ших 
х Е. (3) 
тах Х—-шш Х 
„ _ 2(х, -шахХ) ый х, -шш Х 1, (4) 


И тах Х-—-шш Х — тах Х—-шш Х 


где тах Х и шш Х — наибольшее и наименьшее из числовых значений, указанных в заданных исходных дан- 
НЫХ. 

С учетом приведенных ранее определений понятий масштабирования и нормирования формулы (1)—(4) 
могут быть получены при двух разных постановках задачи. 

1) Математическое масштабирование: выполнить изменение исходных числовых значений х, с приме- 
нением общего делителя О для получения принадлежащих другому интервалу результирующих числовых зна- 
чений Хх. . 

В результате решения этой задачи могут быть получены: 

— при О = тах Х формула (1), аналогичная указанной в [5]; 
п 
— при Р=»У.х, формула (2), аналогичная использованным в [6, 7]; 
1=1 
— при О= (тах Х —шш Х ) формулы (3) и (4), в зависимости от заданных интервалов использованные в 
[3, 8, 9] соответственно, а также аналогичные указанным в [5]. 

2) Математическое нормирование: выполнить изменение исходных числовых значений х, с примене- 

нием общего делителя и получением результирующих числовых значений Х,, принадлежащих задаваемому 


новому интервалу. 
В результате решения такой задачи могут быть получены: 


тах Х ши Х шш Х 
— при интервале | —————— |= |1, | — формула (1); 
тах Х шах Х тах Х 


— при интервале шах х ух ‚тшХ 5 — формула (2); 
1=1 11 


— при интервале [0,1] — формула (3); 
— при интервале [-1, 1] — формула (4). 

Анализ интернет-источников демонстрирует отсутствие унифицированного подхода к рассматривае- 
мой терминологии. Изменения исходных данных с использованием математических формул (1)-(4) могут 
называться как масштабированием, так и нормированием. Общие определения этих понятий отсутствуют, при 
этом можно найти частные формулировки. 

Следует отметить весьма важное обстоятельство. Применимость формулы математического нормиро- 
вания и масштабирования зависит от равенства отношений: 

— величины исходных и результирующих значений, 
— степеней различия исходных и результирующих значений. 

Задача данной работы формулируется следующим образом. Исследуются заданные исходные данные. 
На основе этого анализа оценивается применимость формулы математического масштабирования или норми- 


рования числителя на предмет отсутствия степеней различия отношений исходного х, и результирующего х, 
значения. 


Результаты исследования. Анализ применимости. Применяя формулы (1)-—(4) для трех исходных 


И 
числовых значений ХА» = (/х, ‚ вшолним аналитическое сопоставление данных в соответствии с задачей 
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исследования. Итак, сравним отношения степеней величины: 
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и в ие 
— результирующих значений — , — и степеней их различия ^^; 
< Хх, Хх, м Хх, —^, 
— исходных значении — ‚, — и степенеи их различия 
_ х, _ х _ р 
1) Формула (1): =, НР; 
И] | сы. ) 
тах Х тах Х тах Х 


отношения степеней величины результирующих значений: 
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отношения степеней различия результирующих значений: 




















п хм | Ж 
= тах Х шах Х тах Х шах Х р 
и. х о 
м Л ее =. К = [ 
2) Формула (2): Х, = =, =; 
11 1=1 1=1 
отношения степеней величины результирующих значений: 
о х жЖ № [м _№. 
х п ГИ] а 2 х п ГИ] — х 2 
> № г Уж/ Ух 
1= 


отношения степеней различия результирующих значений: 


х.-х Хх. Хх в Хх №. =. 

1 К |: |: / 7 К 

=_= (—^ о ) (= я =——. 

&-Я хх хх | 5х 2х №9 
{= = 15 = 








3) Формула (3): 
_ х. —-шш Х _ х —шш Х м х -шш Х 
х, = - : = - : м = - | > 
` шах Х-шшХ шах Х—-шш Х шах Х—-шш Х 


отношения степеней величины результирующих значений: 














т: х -таХ х шах х-тшшХ Хх. 
7 й |: Е. 
=” . : = : и 
т тах Х-шшХ тах Х-шшХ о —шшХ ре 
Хх, х, -шш Х х, -шш Х х. -шшХ Хх, 
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отношения степеней различия результирующих значений: 














х, -ша Х х, -шш Х 
№ _ шахХ-шшХ шахХ-шаХхХ _ №№ 
Хх. -Х, Хх, —шшХ — Хх, —шшхХ хх, 
шах Х-шшХ шах Х-шшХ 
4) Формула (4): 
_ х -шш Х _ х. —шш Х _ х —шш Х 
Хх, =2 : 1х, =2 ^ = 1; 


тах Х-шт Хо тах Х-ша Хо тах Х —-шш Х 


отношения степеней величины результирующих значений: 
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аналогично —^ = и; 
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отношения степеней различия результирующих значений: 
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(2х, -шиз Х — тах Х )- (2х, - ши Х — тах Х) 2х,—2х, х,-х, 





(2х, —шт Х-— шах Х)- (2х, -шт Х-тахХ) 2х,-2х ж-х. 


На примере выражения (2) рассмотрим неприменимость формул, реализующих математическое мас- 
штабирование в случае использования делителя, не являющегося общим для сравниваемых и (или) совместно 
обрабатываемых числовых значений. 

При постановке в формулу (2) значений Хх, =Р(Н,)Р(Е | Н,) И = Р(Е |Ы, ), где 
т 


(0х, = ыы 5255 ье. ‚ получается общеизвестная [6, 7, 12, 13] формула Байеса: 


1 


(5) 


1 


Р(Н.|Е)= 


Представляется интересным анализ модификации формулы Байеса, использованной при решении задач 
построения экспертной системы в области медицинской диагностики [14] и создания диагностирующей экс- 
пертной системы для выбора компьютера пользователем [1]: 

Р(н,) РЕН, 


Е) и, ДЕТИ, + Рен, РЕТней, ° 


где Р(Е | неН, } —щ заблаговременно определяемая наряду с априорной условной вероятностью Р(Е |Н,) 


априорная условная вероятность наличия события ЕЁ при отрицании гипотезы НУ. 


Формула (6), названная в публикациях [1] и [14] формулой Байеса, отличается от нее выражением в 
знаменателе и предложена в публикации [14] в качестве весьма удобной для рекуррентных вычислений. Как 
отмечает автор [14] (далее в кавычках приводятся цитируемые фрагменты в переводе с английского), в случае 
накапливания свидетельств, вычислив апостериорную вероятность гипотезы Н’, для одного учитываемого сви- 


детельства Ё, «мы забываем об этом, за исключением того, что априорная вероятность Р(Н ) заменяется на 
Р(Н | Е ) ». Затем продолжается выполнение вычислений, «но с учетом постоянной коррекции значения Р (Н ) 


по мере поступления новой информации» (свидетельств). 
Необходимо отметить, что формула (6) может быть названа формулой Байеса лишь в том случае, если 
ее знаменатель равен знаменателю, указанному в формуле (5), то есть при 


Р(н,)Р(ЕН, }+Р(неН, )Р(ЕнеН, } => Р(Н,)Р(Е|Н,). 
Следует иметь в виду, что, в отличие от (5), в (6), используется дополнительное априорное значение 


Р (Е | неН, ) ‚ которое при условии равенства знаменателей может быть определено из уравнения: 
Р(Н,)Р(ЕПН,)+Р(неН, )Р(Е|нен,)= хР(Н,)Р(ЕПН,). 


При этом 
— РН, > Р(Н)Р(ЕН,) 
Р(нен 1-Р(Н,) | 
Применив формулу (2) для трех значений исходных данных х,=Р(Н,)Р(ЕН,), 


х, = Р(Н ‚)Р(Е | Н,) ‚= Р(Н ‚.Р(Е |Ы. С выполним аналитическое сравнение отношений степеней величи- 


НЫ: 
Р(Е|неН,) Р(Е|нен,) , Р(Е|неН,)-Р(Е|неН, ) 
— результирующих значений — ^^, — ^^ и степеней их различия о; 
Р(Е|неН, ) ты Р(Е|неН, )-Р(Е|неН,) 
И ‚ РНР) РНУР(ЕН,) | 
дных — значений и и степеней их различия 
Р(Н,)Р(Е|Н,)°  Р(Н,)Ь(ЕН,) 


/ 
Р(Н,)Р(Е|Н,)-Р(Н‚)Р(Е|Н,). 
Ограничимся сравнением апостериорных условных вероятностей, получаемых при одной и той же ги- 
потезе, использованной в публикациях [1] и [14], с применением формул (5) и (6). Так как в (5) в отличие от (6) 


Р(Н,)Р(ЕН,)-Р(Н,)Р(Е|Н,) 
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не учитывается дополнительно определяемая априорная условная вероятность Р(Е | неН м то правые части 


формул в общем случае не могут быть равными: 


РНР), Р(н,)Р(ЕН,) 
ль © Р(Н,)Р(ЕЙН,) Р(Н,)Р(ЕН,)+Р(неН, )Р(Е|неН,)_ 


Если полагать, что широко применяемая формула Байеса приводит к правильным результатам, то фор- 
мула (6) должна быть признана неприменимой. 

Подводя итог сказанному, следует констатировать наличие у рассмотренных формул математического 
масштабирования и нормирования свойств, существенно влияющих на их применимость. При этом ранее не 
учитывались перечисленные ниже факты. 

1) Формулы (1) и (2) применимы при решениях задач сравнительной оценки или совместной обработки 
числовых данных, и правильные результаты получаются при оценке степени как результирующих величин, так 
и их различия. 

2) Формулы (3) и (4) применимы только при решениях задач, учитывающих степени различия резуль- 
тирующих значений. Использование их для решения задач, учитывающих степени величин результатов, приво- 
дит к существенным ошибкам. 

3) В некоторых случаях применение рассмотренных формул недопустимо, т. к. приводит к некоррект- 
ному результату. Речь идет о математическом нормировании с использованием делителя, не являющегося об- 
щим для сравниваемых и (или) совместно обрабатываемых исходных данных. Таковым является, например, 
нормирование модификаций формулы Байеса (5) с совместно обрабатываемыми априорными исходными дан- 
ными в числителях и знаменателях, в частности записанных в виде (6). 

Сравнительные оценки применимых и неприменимых формул. Теоретические выводы о случаях 
применимости и неприменимости формул становятся более убедительными, если подтверждаются наглядными 
примерами вычислений, используемых при решении конкретных прикладных задач. 

1. Рассмотрим классическую задачу классификации «Ирисы Фишера» (см., например, [2, 8, 15]) с при- 
менением математического масштабирования исходных данных. 

Даны исходные показатели измерений трех видов цветков ириса: 5беюба, уегясоот и угетиса. Всего 
имеется по 50 экземпляров каждого вида. Для каждого из 150 экземпляров измерены четыре величины: длина и 
ширина чашелистика, длина и ширина лепестка. Требуется определить тип нового цветка по исходным данным, 
полученным при проведении измерений. 

Задача интересна тем, что одним из способов ее решения является применение искусственной нейрон- 
ной сети с выбором вида масштабирования исходных данных. 

Рассматриваемые примеры масштабируемых исходных данных, обычно используемых при обучении 
искусственной нейронной сети, частично представлены в табл. 1. 

Таблица 1 


ТаЫе 1 
Фрагмент набора данных «Ирисы Фишера» 


Е5йег'5 [715 аа 5е!Ё гавтепи 


уегясо[ог 
теписа 


лепестка 
лепестка 


3 3 
ы ы 
> > 
Е Е 
о о 
= = 
— — 
(9) 9) 
= = 
$ 5 
2 2 
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В частично представленном наборе данных «Ирисы Фишера» минимальное и максимальное значения 
величин полного набора шш Х =0,1 и тах Х =7,9 указаны соответственно в строках 38 и 132. 

Выражения (1) и (2) вполне применимы для оценки как степеней величины, так и степеней различия 
масштабированных исходных данных, поэтому для анализа масштабирования используем формулы (3) и (4). 

1) Определяемые по (3) результаты математического масштабирования исходных данных, указанных в 
1-й и 150-й строках таблицы: 




















А. О Те 0 
7,9-0,1 7,8 7,9-0,1 7,8 
40 3 01105; 62-01 _ 01 оду. 
7,9-0,1 7,8 7,9-0,1 7,8 
590,1 _ 558 лдз6. 3-01 _2,9 озлНв. 
7,9-0,1 7,8 7,9-0,1 7,8 
О ба 
7,9-0,1 7,8 7,9-0,1 7,8 


При этом отношения исходных данных, указанных в 1-Й и 150-Й строках частично представленного 
набора данных (записываемые с округлением до четырех знаков дробной части), равны: 


















































1 1,4 2 
>» = 0,8644 ; ее: —=0,2745; РЕ ИИ, 
5,9 _ 5,1 1,8 
Отношения соответствующих масштабированных данных: 
- = к-0.8621; тв 9= 724: 
7,8/ 7,8 5,8 7,8/ 7,8 2,9 
и - 3 056: тт 0.0588 
7,8/ 7,8 5 7,8/ 7,8 17 
Разница есть и бывает существенной — например, в случае длины лепестка отличие 
1,3 0,1 
с й = 1,6471 ‚ ав случае ширины лепестка т № =1,888(8) ‚ то есть более чем в полтора раза. 
7,8 7,8 


2) Определяемые по формуле (4) результаты масштабирования исходных данных, указанных в |-Й и 
150-й строках таблицы: 
































а 252-01 1-68 1-0 1282. 
7,9—0,1 7,8 7,9-0,1 7,8 
1,4 —0,1 — 
о оо. о 
7,9—0,1 7,8 7,9—0,1 7,8 
аи ЗАВ 1,6 10,4872: о, 28 | 0,2564; 
7,9—0,1 7,8 7,9—0,1 7,8 
Ре ИВ. 258-01 _ в | 
7,9-0,1 7,8 7,9—0,1 7,8 
При этом отношения исходных данных, указанных в |-й и 150-й строках фрагмента таблицы, равны 
1 1,4 
>» = 0,8644 ; С —=0,2745; 0,2 0.111101). 
ой 3 5,1 1,8 


Отношения соответствующих масштабированных данных: 


19 1.6 _| - ^>2 0,5789: 3,4 | 2.9 | И 
7,8 7,8 3,8 7,8 7,8 

2.6 _| > - 2 18571. в 71 --^6 12459. 
7,8 7,8 2,8 7,8 И —6,1 
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В случае формулы (4) разница оказывается существенно больше. Например, отличие отношений мас- 








ы 2,6 5 1,4 
штабированных и исходных значений длины лепестка _ —1 р — | = 6, 7653 , а отличие отноше- 


2 











ы ь 0,2 0,2 1,7 
ний исходных и масштабированных значений ширины лепестка —1 —1||=11,2131, то есть 
1,8 7,8 з 
более чем в 10 раз. 

2. Решим задачу сравнительной оценки результатов выбора компьютера покупателем-пользователем. 
Применим математическое нормирование исходных данных [1], а также формулы (6) и (5). Рассмотрим упро- 
щенный пример определения апостериорной условной вероятности двух гипотез при учете одного свидетель- 
ства. 


В процессе решения задачи определяются апостериорные условные вероятности двух гипотез: Ну — 
выбор компьютера Сате Ргофезбопа! либо Н, — выбор компьютера Сате Маяет. Учитывается одно свиде- 
тельство Ё в виде ответа на вопрос о потребностях пользователя. 

Исходные данные: Р(Н = 0,08; Р(Н р 0,15; Р(Е!Н,)=0,4; Р(Е|Н,)=0,3; Р(Е|неН,) = 0,03; 
Р(Е|неН,) = 0.1. 


Результаты, определяемые по (6): 


Р(Н.|Е)= Р(Н,)Р(Е|Н,) _ 0,08 х 0,4 Ио 
Р(Н,)Р(Е|Н,)+Р(нен,)Р(Е|неН,) 0,08х0,4+0,92х0,03 ^^ 
Р(Н Е И -5- 3462 
" Р(Н,)Р(Е|Н,)+Р(нен,)Р(Е|неН,) 0,15х0,3+0,85х01 о _ 
Результаты, определяемые по (5): 
Р(Е|Н, 
РНЕ 9-00 
Р(Н,)Р(Е|Н,)+Р(Н,)Р(Е|Н,) 0,08х0,4-+0,15х0,3 
Е|Н 
Р(Н,|Е)= О о. 0495 


Р(Н,)Р(Е|Н,)+Р(Н,)Р(Е|Н,) 0,08х0,4+0,15х0,3 


Сравнительная оценка результатов, полученных с применением формул (6) и (5), позволяет сделать 
удивительные выводы. 

1) Использование формулы (5) с корректным масштабированием приводит к решению о целесообраз- 
ности выбора компьютера Сате Ма5еи, ввиду того, что 


Р(Н,| Е) = 0,1495 > Р(Н, | Е) = 0,1063. 
2) Использование формулы (6) с неодинаковыми знаменателями приводит к противоположному, оши- 
бочному заключению — выбору компьютера Сате Рго]еззтопа/, так как 
Р(Н,|Е)=0,5369 > Р(Н, | Е) = 0,3462. 
Из этого следуют два заключения. 
1) Нормирование, использованное в формуле (5), названной в [1] и [14] формулой Байеса, непримени- 
мо, так как имеет два недостатка: 


—щЩ априорная условная вероятность Р(Е | неН .) является задаваемой, в отличие от существующего варианта 
формулы Байеса с общим делителем с вычисляемой апостериорной вероятностью Р (Е | неН .) на основе апри- 
орных исходных данных Р(Н р ) т Р(Е |Н .) ; 

— при разных числителях отличаются и знаменатели, то есть отсутствует общий делитель. 

2) При сравнительной оценке и (или) совместной обработке масштабируемых значений, получаемых с 
использованием (5) с задаваемой дополнительной априорной условной вероятностью Р БЕ | неН, ) ‚ из-за неоди- 
наковых знаменателей возникают ошибки, возрастающие в процессе последовательного учета каждого очеред- 
ного свидетельства. 

Обсуждение и заключения. Проведенный анализ позволяет утверждать, что рассмотренные формулы 


обладают свойствами, не учитывавшимися в теории и практике математического масштабирования и нормиро- 
вания. В частности, можно сделать ряд выводов. 


Информатика, вычислительная техника и управление 


х®) 
ме) 


БИр://уезшиК.Аоп$а.га 


100 


Вестник Донского государственного технического университета. 155М 1992-5980 е155М 1992-6006. 2016. Т. 18, № 1, с. 92-101 
Рези! о[)оп ие Тесйтса: Отъегуйу. 155М№ 1992-5980 е155М№ 1992-6006 2018. Иа. 18, по. 1, рр. 92-101 





1) Формулы, в числителях которых указывается только одно из исходных значений исходных данных, 
обеспечивают получение корректных результатов и применимы во всех случаях математического масштабиро- 
вания и нормирования. 

2) Формулы, в числителях которых вычитается минимальное значение исходных данных, являются при- 
менимыми в случае сравнительной оценки степени различия масштабированных данных и неприменимы в слу- 
чае сравнения степени их различия. 

3) Некоторые формулы неприменимы, ввиду использования при математическом масштабировании и 
нормировании делителя, не являющегося общим для сравниваемых и (или) совместно обрабатываемых число- 
вых значений. 

Учет обнаруженных недостатков позволит избежать ошибочных решений, обусловленных использова- 
нием неприменимых формул при решении задач в теории и практике экономики, организационного управле- 
ния, медицины и многих других областей. 
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